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S

Résistance des sections précontraintes
au moment de flexion

5.1 Hypothéses et principes fondamentaux

Dans ce chapitre, nous allons étudier les sections de poutres soumises a des sollicitations
produisant des contraintes normales paralléles a I’axe longitudinal des pidces linéaires
(flexion, effort normal).

Tout probléme de flexion simple, composée ou oblique sur des sections homogénes ou
fissurées peut étre résolue en se basant sur :

e Le principe d’équivalence (conditions d’équilibre) ;
¢ La condition de compatibilité ;
e La loi constitutive des matériaux.

Rappelons que le principe d’équivalence affirme 1'équivalence entre les efforts intérieurs, les
forces intérieurs et les contraintes. La condition de compatibilité correspond 2 I’hypothése de
Bernouilli qui suppose que les sections planes restent planes aprés déformation. Enfin, la loi
constitutive décrit la loi de comportement (relation contrainte-déformation) de chaque
matériau ; cette loi constitue la différence essenticlle entre un calcul élastique et un caleul a la
rupture des sections en béton armé ou précontraint.

Pour le calcul 4 la rupture, on se base sur les diagrammes qui tiennent compte de la
plastification du béton et des aciers fig. 5.1

*G’ liG

lipie d'dcoulement droite
fp N fowmin

/ parabole
. W

/
/ g
..—"_._'_
/hls gliés st hamres Ep=210 GPa ///
torons étird s Ep= 195 GPa e

I
A&rc.:l tanEp g, f[/‘; E-(ufuo]

= - >
£
P -2 -3.5
{#) Loi de comportement des aciers de précontrainte  (b) loi de comportement du béton

1.=065-f min

Fig. 5.1 Diagrammes de caleul! 4 la ropture du béton précontraint
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5.2 Section résistante

Le béton précontraint est un matériau hétérogéne, anisotrope et non linéaire. A 1’échelle de la
structure, le béton peut étre admis comme matérian homogéne et isotrope.

La résistance du béton 4 la traction étant faible, elle est généralement négligée dans le calcul ;
par conséquent, on considére que la section résistante est fissurée sur toute la hauteur de la
zone tendue et que les matériaux travaillent 4 leurs résistances ultimes.

ce=f.eto.=f, i 81

La rupture en flexion simple se produit toujours par écrasement du béton, excepté pour les

sections trés faiblement armées (p = Ay/Ay< 1%). Par conséquent, on peut admettre que, &

I’aréte comprimée, la déformation et la contrainte de rupture dans le béton soient atteintes.
Eommx Bu=035% et £ =0.65foumin (5.2)

oU fow min €5t la résistance minimale assurée par le fabriquant du béton.
5.3 Effet de la précontrainte calculée par la méthode des charges équivalentes
5.3.1 Intreduction

La précontrainte a pour effet de soulager la structure en béton. Pour le calcul 4 la rupture, elle
est généralement introduite du c6té de la résistance de la section. Par contre, pour le calcul &
I¢état limite de service la précontrainte se manifeste comme une charge.

La méthode des charges équivalentes, complétée par la notion de balancement, permet de
tenir compte de I’effet de la précontrainte d"une maniére particuliérement pratique et intuitive.
Elle simplifie considérablement le calcul des structures précontraintes complexes (par
exemple : structures hyperstatiques).

L’effet d’un céble de précontrainte est remplacé par un systéme de forces (forces d’ancrage,
forces de déviation), introduites en tant que forces extérieures agissant sur le béton et appelées
charges équivalentes.

5.3.2 Bases théorigues

Afin de ne pas compliquer le raisonnement, mais tout en gardant les généralités des
conclusions, considérons le cas d’une poutre simple précontrainte selon la figure 5.2,

¥ v / Etin
\\_—"// 3 : u(x) - ds \

1 LhE

(a) (b)
Fig. 5.2 poutre simple précontrainte : (a) conventions et définitions et (b) forces agissant
sur un tromgon de ciible.
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La précontrainte engendre d’une part des forces agissant sur le cible, et d’autre part des forces
agissant sur le béton, Les deux systémes de forces remplissent les conditions d’équilibres et
sont identiques, seul le sens des forces est opposé.

Isolons un segment de cible de longueur ds. Les forces agissant sur ce petit segment sont :
= Forces de précontrainte P(x) et P(x)+dP(x) ;

« Forces de déviation u(x) ds ;

e Forces de frotiement p u(x) ds (pu coefficient de frottement entre le béton et le cible).

Ces forces fonnent un systéme en équilibre.
En faisant, d*une part, I’équilibre selon y par ZFy = 0, on obtient :

uds—-Pdp=0 (5.3)
d’on les forces de déviation u(x) par unité de longueur du céble:

u(x) = P(x)/r(x) (5.4)
avec r(x)=ds/d[.

Et d’autre part, dans la direction x par ZFx =0, on obtient

dP+pu(x)ds=0 (5.5)
En remplagant u.ds par I’équation (5.3):

dP+p P.dp =0 (5.6)
qui permet décrire I’équation différentielle donnant P(x) :

dP/P = - p dp (5.7)
dont la solution s’éerit :

P(x)=P,.e "% (5.8)
Avec B(x) I’angle de déviation et P, la force de précontrainte en 3(x)=0.

L’équation (5.4) montre que les forces de déviation u(x) varient le long du céble et dépendent
de la précontrainte P(x) qui est elle-méme variable en raison des peries de tension le long du

céble et du rayon de courbure r(x) du céble.
L’utilisation de cette équation pour la pratique se révéle trop compliquée et nécessite
I"introduction de certaines simplifications.

5.3.3 Théorie simplifiée

La théorie simplifiée admet deux conditions :

¢ La préconirainte P(x) est admise constante sur le trongon considéré : P(x) = P, = const.

e L’inclinaison a(x) des cébles de précontrainte par rapport & I’axe x (paralléle & I'axe
longitudinal) est faible.



Le tracé d’un céble de précontrainte non rectiligne peut étre assimilé 3 une parabole du
deuxiéme degré dont I’équation et ses dérivées sont :

Fig. 5. 4 tracé parabolique du cble

y= ax2+bx+c y'=2ax+b ¥y '=2a {(5.9)

Sachant que a(x) = y' et que la courbure r{x) est définie par:
3
2
r(x)= u ?:, (5.10)

En appliquant les hypotheses simplificatrices mentionnées au début du paragraphe, on
obtient :

r(x}=y"" ;etpar(5.9), 1/r="2a (5.11)

L application des conditions aux limites aux équations (5.9) du céble parabolique permet
d’obtenir aisément la constante a exprimant la courbure:

a=4f* (5.12)
Enfin, I'expression (5.4) devient
u =P, 8f/1° (5.13)

Cette expression montre bien que les forces de déviation u sont constantes. De plus, il est &
remarquer que ces forces de déviation sont indépendantes du systéme statique.
La composante horizontale u sindf} est petite et peut étre négligée car sindf} est petit.

Il en résulte également que la composante horizontale P.cosa de la force de précontrainte P(x)

est constant. La composante verticale de la force de précontrainte peut étre écrite par
Py =Py tgo.. Comme Py = P,.cosa et a petit, on peut écrire que éq. (5.14) :

Py =P, tgu

r P]; HP{:

En conclusion, un céble de précontrainte peut &tre remplacé par des forces d’ancrages (P, et
Py) et une charge de déviation uniformément répartic u.

o
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ol a2
(a) cdblage
T
HilHHmnnmnu
P tgo
P T P ga T (b) charges équivalentes
< . » P
£ 4
T T A OO v
P (c) charges
A (2 > sollicitant la poutre
P T P tgou T P tgos
-
& L (d) charges passant

dans les appuis
Fig. 5.4 Exemple d’application des charges équivalentes

5.4 Etats limites
On distingue deux dénominations d'états limites :
5.4.1  Etat limite d’utilisation (calcul & ’état de service)

Il s’agit de s’assurer du bon comportement de la structure (déformations, fissuration,
contraintes) & 1’état de service sous I'influence des charges de service non majorées (v
compris les effets différés ; retrait, fluage, effets thermiques, etc....).

Le calcul des contraintes dans le béton est calculé de la méme maniére qu’en béton armé:

a;—ﬂimiwﬁ (5.16)
A~ W W

(3 [ [

oil

o est la contrainte de compression danr le béton ;
A, est 'aire de biédion ;

M, moment dit & la précontrainte ;

My.qest le moment dii aux charges ;

¥
W. étant le module de flexion de la section.
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La précontrainte peut exercer une influence favorable ou défavorable sur les contraintes o,
elle sera introduite avec ses valeurs minimale P ou maximale Po, et on considére, en principe,
les deux combinaisons suivantes:

(g+F,)
(g+q+2)

54.2 Etat limite ultime (calcul 4 Ia rupture)

Ii s’agit de déterminer la résistance ultime (capacité portante de la section) de la structure
sous charges pondérées par des coefficients de sécurité appropriés et en réduisant les
résistances des matériaux par un autre coefficient. Pour le calcul a la rupture, on peut
envisager trois méthodes :

* Coefficients de sécurité globaux ;
o Coefficients de sécurité partiels ;
s Méthode des probabilités.

La méthode des coefficients globaux est la plus ancienne et la plus simple puisqu’elle exige
que la résistance ultime (R) d’une section soit y fois plus grande que les sollicitations (S).

RzvyS (5.17)

La valeur du coefficient y fut déterminée principalement par des essais ; elle peut varier entre
1.6 et 2.0, L’utilisation de cette méthode a montré qu’elle peut conduire & des résultats trés
favorables (donc peu économiques) et gu'elle peut &tre utilisée que pour les problémes du
premier ordre.

L’utilisation des coefficients partiels vient améliorer la méthode des coefficients globaux en
attribuant 4 chaque grandeur qui influence le comportement de la structure un coefficient de
majoration ou de minoration séparée selon la combinaison des charges considérée. Par
exemple :

RiYR =g Sg+7q-Sq (5.18)

ol Yr, Y €t 74 Sont respectivement les coefficients de sécurité relatifs a la section (matériau),
aux charges permanentes et aux surcharges.

Enfin, la théorie probabiliste permet de traiter la question de la sécurité d’une maniére claire
et scientifique. On exprime que la probabilité d’un certain événement défavorable (fissuration,
rupture, etc. .) doit étre inférieur a une certaine valeur fixée. L’ inconvénient est que le calcul
est complexe et fastidieux et que les distributions des grandeurs importantes des matériaux
sont mal connues.

Dans la pratique, on se base sur la méthode des coefficients de sécurité partiels.

54.3 Considérations générales

1l est & remarquer que les deux états limites sont & vérifier pour les différentes phases de
construction et pour I’état définitif en considérant les charges avec leurs effets les plus

défavorables.
En général, on dimensionne la structure dans I’état limite ultime et on se contente de vérifier

le comportement a 1’état de service.
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En conclusion, on retiendra que le calcul de structures s’effectue dans les états limites cités ci-
dessus.

5.5 Combinaisons des charges

Il est important de distinguer entre le calcul 4 ’état de service et le calcul a la rupture, Pour le
premier, on ne considérera en général que les charges permanentes. La méthodologie utilisée
est la méme que celle utilisée en béton armé (voir cours béton armé).

5.6 Prédimensionnement des sections précontraintes

L'effet de la précontrainte dans les structures hyperstatiques sera traité dans le septiéme
chapitre du présent cours.

Dans le présent paragraphe, nous nous limiterons & présenter le dimensionnement des sections
précontraintes soumises & un moment fléchissant.

Le calcul des sections précontraintes a la rupture est analogue 4 celui du béton arme, 4 la
différence prés que I’acier de précontrainte posséde une résistance plus élevée,

On définit le degré mécanique de précontrainte comme suit :

Fig. 5.5 Définitions des bras de levier
e A, et Ag se trouvent 4 peu prés au méme niveau

A.f
T e
4 Agfe v ALT ©-19)

® Ay et A, sont assez espacées (d, #d, hauteurs statiques)

ot A; et Ay sont respectivement les aires d'armature et de précontrainte ;
[y €t 1 sont respectivement les résistances uitimes d'armature et de précontrainte ;
z; el zp sont respectivernent les bras de levier de I'armature et de la précontrainte.

A, [z
A= Lesd (5.20)
Ao oy A

Lorsque & =0, on a affaire au béton armé ;

0<A<1 décrit le domaine de la précontrainte partielle ;

A=1 on a affaire a la précontrainte totale.
Pour simplifier le calcul, on introduit un pourcentage d’armature équivalent p;y (équivalent au
béton armé).

7 '
Pu =Pt P, ?" (5.21)
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5.7 Exémple numérigue : calcul d’une poutre précontrainte

La poutre simple suivante est précontrainte au moyen d’un céible parabolique.

O T T T b

Wk

——— —————— e e —fr s e e ].nD

W _._ 0.30

15.0m

y=25 Kn/m’ : g = 20 kN/m.
Acier de précontrainte : f, = 1700 Nimn’
Acier d’armature passive : f; = 460 N/mm’

a) Déterminer la force de précontrainte P nécessaire pour que la traction & 1'aréte, sous I’effet
du poids propre, n’excéde pas IN/mm? dans la section la plus sollicitée. Refaire le méme
calcul en considérant le cas (Pot+gtq). Enfin, dessinez les diagrammes des contraintes
correspondants.

b) Enadmettant que la contrainte lors de la mise en tension est égale 4 0.7 f;, calculez I’acier
d’armature passive supplémentaire nécessaire & la rupture sous 1'effet du poids propre g et
des surcharges q (y; = 1. 3, y, = 1.5).

¢) Dessinez la section précontrainte avec ses cotations.

| (‘I. = L‘|I |-__K.' £ Wi -~
T e o L1 M oS = d =
”"'x_-x\:,'r"l" = _-}-— i - -

Ild—
wd  —
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O® Rresistancra L’EFFORT TRANCHANT

6.1 Introduction

%ﬁﬁﬂlﬂﬁmﬁpm un effort tranchant V (V = dM/dx). -

€ cas d'une poutre simplement appuyée soumise 4 une charge uniformément répartie et a
I"état non fissuré monire bien les trajectoires des contraintes principales obtenues & partir des
contraintes longitudinales et tangentielle fig. 1.6.

Rappelons que les structures soumises a un moment de flexion M variable(subissent)un

traction

compression

Fig. 1.6 trajectoires des contraintes principales

Les contraintes principales de traction a4 'aréte inférieure nécessitent de disposer des
armatures longitudinales (flexion). De plus, il apparait des contraintes principales de traction
obliques qui sont inclinées 4 45° par rapport & I’axe neutre et qui doivent étre reprises par une
armature adéquate (appelée armature d’effort tranchant). Pour des raisons pratiques, les étriers
sont généralement placés verticalement.

Lorsque la charge augmente suffisamment, les contraintes principales de traction atteignent la
résistance a la traction du béton et le béton se fissure: en général, cette apparition est
observée a I'état de service. Si la poutre ne dispose pas d’étriers pour reprendre 1’effort
tranchant, son comportement change au fur et 4 mesure avec la progression des fissures et
s'approche de celui d’un arc 4 tirant fig. 6.2.

Fig. 2.6 Comportement & la ruine d’une poutre sans étriers
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Le dimensionnement & I’effort tranchant (voir cours béton armé), en particulier la
détermination des étriers, impose un calcul 4 la rupture. Les structures soumises a cet effort
sont toujours fissurées en phase ultime, méme lorsque le béton est précontraint. A titre de

o
* oy est la comrainte tangentielle & I'ordonnde y ;
*  Fest'effort iranchant ; '
Sy) est le moment statique, par rapport & Vaxe neutre, de la partie de la section situde au-deld de
Vordonnée y ;
® 1 estle moment d'inertie de la section:
bfy) est la largeur du profil & I'ordonnée ¥
v est I"ordonnée ayant I'axe neutre pour arigine,

6.2 Comportement en phase ultime
6.2.1 Analogie du treillis

Afin de mieux comprendre le comportement des structures soumises A I’effort tranchant
lorsque la charge s’approche de la charge ultime, nous allons analyser le comportement d’une
poutre simple sollicitée en son milien par une charge concentrée ; la fissuration de Ia poutre
aura I’allure de la Fig. 6.3. On observe quatre régions de fissuration :

La partie supérieure du béton est comprimée ;
Une zone découpée par des fissures inclindes qui forment des bielles obliques de béton
comprimées ;

® Lapartie inférieure tendue (résistance a la traction duy béton négligée) ;

® Des fissures inclinées induites par des contraintes de cisaillement (effort tranchant).

E l‘
- AFE N

FEIRNERNINR

Jal
Fig. 3.6 Fissuration d’une poutre sous charge ultime

Ces régions correspondent respectivement & la membrure supérieure, aux diagonales, A la
membrure inférieure et aux montants d’une poutre treillis. Cette analogie a été mise en
¢vidence par Ritter et Morsch pour élaborer un modéle de calcul Fig. 4.6.

Fig. 4.6 Modéle de calcul des étriers (Ritter et Morsch)
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En réalité, ces treillis n’ont pas cette forme élémentaire = tant donné que les étriers sont

nettement moins espacés,
En conclusion, I’avantage de ce modéle en treillis réside en la simplicité de son utilisation.

6.2.2 Sollicitation dans les treillis classiques
Le calcul est basé sur le comportement en phase ultime. Pour I’dme (partie de la section qui
reprend "effort tranchant), on adopte un modéle de caleul en treillis dont I'inclinaison des
bielles peut étre choisie en respectant certaines limites.
Les efforts intérieurs (efforts normaux) peuvent étre déterminés comme les efforts normaux
dans les barres d’un treillis isostatique 4 ’aide d’une seule equation (voir béton armé).
6.2.3 Inclinaison des bielles comprimées et section déterminante
L’inclinaison des bielles de compression peut varier ; elle dépend principalement du rapport
des rigidités de 1'ime et de la semelle. De plus, elle dépend de la disposition et du taux
d’armature : le choix de I'angle o peut se faire en respectant les limites ci-dessous :

22°< g < 56° (6.2)

L'inclinaison des bielles « de compressions est fixée & 45°, la seule variable est I’angle B
entre I'axe de la poutre et I'armature d’effort tranchant. En genéral, les étriers sont verticaux
et donc B=90°,

Dans les zones d’appuis ou au voisinage des charges concentrées, la section déterminante est

a prendre & une distance a de "appui (respectivement du point d'application de la charge),
avec :

a=05zcota (6.3)

'
B e

Fig. 5.6 Section déterminante pour la vérification  ’effort tranchant

Comme déja mentionné dans le cours de béton armé, la contrainte de compression dans les
bieiles comprimées doit étre vérifiée.

6.3 Effet de la précontrainte sur effort tranchant

Les régles de calcul du béton armé sont toujours applicables dans le cas du béton précontraint.
Pour le béton précontraint et dans les sections, ou les cdbles longitudinaux sont inclinés, la
force de précontrainte crée un effort tranchant qui normalement est favorable ; il peut étre pris
€n compte en augmentant la résistance Vy, .
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A titre de rappel, la capacité portante & 'effort tranchant est vérifide 4 1’aide de 'expression
ci-dessous :

&S v, {6.4)
Fr

ol

Vy est I'effort tranchant résistant,

Yr €5t un coefficient de sécurité,

Vg est I'effort tranchant agissant sous charge ultime.

L’effort tranchant AV créé par I'inclinaison du cable de précontrainte longitudinal est donngé
par :

AV, =P.sing, (6.5)

ot 3, étant 'angle d’inclinaison du cible par rapport a I’axe de la poutre.

Dans I’expression ci-dessus, la valeur de la force de précontrainte a prendre est, en général, la
tension & long terme P...

La valeur de la précontrainte a prendre en compte correspond & la valeur de celle ci lors de
Iétat de service car une rupture par effort tranchant peut se produire sans allongement notable

des cébles.
Par conséquent, la section d’armature passive (étriers non précontraints) nécessaire est :

A V,— AV,
8 S Js.z

ol

A, est la section d’acier (aire) des diriers nécessaires :

5 est 'espacement entre les dtriers :

Vg est I'effort tranchant de dimensionnement (avec charges majorées) ;
z est Ia hauteur de I'ime ou de ln poutre (qui correspond au modéle treillis) ;

Si I’action des cibles est défavorable, son influence doit étre prise en compte, en considérant
le maximum de la force de précontrainte P, sinf,,.

6.4 Dimensionuement des étriers actifs et passifs

Chaque poutre (cours béton armé) doit comporter une armature minimale telle que :

i ‘? > 02% =p,, (6.7)
Pour le dimensionnement des étriers passifs (non précontraints), 1'armature d’étrier est
calculée (rappel) par :
(ﬁJ = *E-‘!- tangr (6.8)
§ f.=z

i est & remarquer que |’armature longitudinale de traction doit résister 4 une force
supplémentaire (voir béton armé).
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Dans le cas des étriers précontraints (actifs), les vérifications du béton armé restent valables
avec deux limitations complémentaires :
¢ Dans 1'équation (6.8), la valeur f; & prendre en considération (acier de précontrainie) ne

doit pas dépasser o, + f,.

¢ En vue de limiter les compressions dans les bielles obliques, les contraintes dues aux
étriers précontraints ne doivent pas dépasser les contraintes paralléles 4 I’axe x.

6.5 Exemple numérique

Reprendre ["exercice de la section 2.7 (a) :

(a) Calculez les étriers nécessaires pour reprendre 1’effort tranchant :

® Sans tenir compte de la précontrainte ;
® En tenant compte de 1'effet de la précontrainte.

(b) Proposer un cas ot le tracé du cdble longitudinal est défavorable pour la résistance a
I'effort tranchant.
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&

p PRECONTRAINTE DES SYSTEMES
HYPERSTATIQUES

7.1 Introduction

Dans les systémes hyperstﬁtiques, la précontrainte ne produit pas seulement un éfat
d’autocontraintes, mais en général, également des efforts dits secondaires dus aux liaisons

surabondantes. _
Considérons, par exemple, une poutre continue & deux travées, précontrainte par un céble

rectiligne excentré Fig. 7.1a.

a) L P =const.
Nage=e

5 9

A N

c) '
i X/2 'L X | X/2

Fig. 7.1 Effet de la précontrainte sur une structure hyperstatique

Sous P'effet de la précontrainte seule, la poutre a tendance & se déformer vers le haut
(Fig.7.1b), mais, afin que les conditions de liaisons soient respectées, une force X agit &
I’appui médian (Fig.7.1c).

Les moments ainsi crées, dus a I'hyperstaticité sont appelés : Moments d’ordre hyperstatique
ou moment secondaire.

L intensité des efforts secondaires peut étre du méme ordre de grandeur que celle des efforts
primaires (dus aux charges extérieures). En choisissant judicieusement le tracé du céble, il est

possible d’obtenir des efforts secondaires agissant favorablernent dans les zones fortement
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sollicitées. On peut aussi rechercher un tracé de cdble qui ne produise aucun effort secondaire.
On se trouve alors dans le cas d’une précontrainte dite concordante.

7.2 Notations A

M? : moment di & la précontrainte dans le systéme fondamental (systéme isostatique).

p
M; : moment d' ordre hyperstatique (moment secondaire).

M, : moment résultant dd & la précontrainte (M} + M).

7.3 Méthodes de caleul pour Ia détermination des cfforts secondaires

Toutes les méthodes de calcul des structures hyperstatigues sont applicables pour déterminer
I’effet de la précontrainte. Les plus usuelles, pour les piéces linéaires, sont les suivantes :

» Meéthode des forces ;

e Méthodes des déplacements ;

e Méthodes itératives (Cross, etc.).

Dans I’application des méthodes ci-dessus, il faut savoir quela méthode des charges
équivalentes (balancement des charges) reste valable. Examinons cependant, dans un
exemple, les divers effets de la précontrainte sur une poutre continue & deux travées suivamt le
tracé du céble choisi (figure 7.24). Admettons que le cﬂblaga est parabolique et symétnque
par rapport 4 I’appui médian.

L’action de ]a précontrainte est statiquement équivalente & celle des forces de déviation, qtu
existent en tout point ot les cébles présentent une courbure et des forces d’ancrage, qui
agissent aux extrémités des cbles, La force de déviation est égale 4 :

u =P, 861 (7.1)

La figure 7.2b montre les forces de déviation et les composantes verticales des forces -
d’ancrage. b

S1 nous supprimons |’ appm médlan, la déformation de la poutre, s&lun la valeur de la fléche
de la parabole, prend I’une des trois formes suivantes :

@ la déformée passe au-dessus du point B
@ la déformée passe par le point B
@ ia déformée passe au-dessous du point B

Dans la figure 7.2¢, on voit que dans le cas @ la précontrainte produit une réaction d’appui Vg
négative (force de traction). Dans le cas @, elle ne produit pas de réaction d’appui Vg ; la
précontrainte est donc concordante fig. 7.3d. Dans le cas @, la réaction d’appui Vp est
positive (force de compression) et le moment secondaire en B est négatif (fig. 7.2e).

Pour calculer les forces secondaires, on peut utiliser 1'une des méthodes ciiées ci-dessus (voir
les paragraphes suivanis), on obtient :
Le moment secondaire sur appui (sans démonstration) :

1 .
ME.—__EVB.I:—(E' +ep).P (7.2)
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7.3
Le moment résultant sur appui : _
M, =M; +Mp =—(f" +e3).P"+ e;.P =" —f* P~ (7.3)

De ces va.lem on peut tirer les conclusions suivantes :
® Lemoment résultant M, (d0 & la précontrainte) ne dépend que de la fléche f de la parabole

et non de excentricité ep.

¢ La précontrainte contrebalance d’ aman!mxmleschargesvm'umlasexténmquela

fléche f de la parabole est grande.

e La précontrainte concordante @ ou un tracé du céble selon @ est, ¢ général défavorable.

S -

‘Uﬁw

}
W

+ T

LA

i o

a.

Fig. 7.2 Effets de la précontrainte sur une poutre continue & deux travées suivant le tracé du
cble choisi -
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7.4 Méthode des forces

On peut déterminer les efforts secondaires par la méthode des forces. A titre de rappel, le
systéme d’équations est le suivant : '
ByX; +8;, =0 (7.4)

ol

X; sont les grandeurs surabondantes (inconnues ou efforts secondaires), &; sont les
déformations dues & des forces uniques et unitaires et 8, sont les déformations- dues & la
preécontrainte extérieure dans le systéme statique fondamental (statiquement déterminé).

Dans le cas du béton précontraint, la contribution des efforts tranchants aux déformations Sip
est généralement petite et peut étre négligée, celle des efforts normaux également. Toutefois,
dans certains cas, Pinfluence des efforts normaux doit étre prise en considération. Par
exemple dans le cas d’un cadre & montants courts rigides, le raccourcissement de la travetse
di & 'effort normal peut donner naissance a des efforts secondaires non négligeables.

Pour des tracés de cébles rectilignes ou paraboligues, les valeurs des & et & peut étre
calculées & partir de I'annexe let 2. Il est & remarquer qu’en général, dans la détermination
des hyperstatiques, on néglige 1a variation de P due aux pertes par frottement.

Pour des tracés de cdbles quelconques, des variations d’inerties et des variations de la force de

précontrainte, le calcul des déformations est effectué par intégration numérique. ;
Afin d’illustrer cette méthode, reprenons ’exemple de la figure 7.1 d’une poutre continue a
deux travées.

La structure est une fois hyperstatique donc choisissant Vp que nous nommons X comme
inconnue et appliquons la méthode des forces :
Le systéme d’équation (7.3) sécrit :

6, x+8,,=0 , (7.4)

Calcul de &y, :
011 est le déplacement vertical en B dila X =1 : Calcul de §,; :

¢ 1
A JAN

De I’annexel : §;3=P.el

Calcul de 8;, :
dip est le déplacement vertical en B dfi 4 la précontrainte (charge équivalente) dans le

systeme fondamental (isostatique).

(s A

De PPannexel : 8;;=-3/2P.e
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DiouX=. 810/ 815= 32 Pe
etMp=Pe—-3/2 Pe=4%Pe

7.5 Méthode des déformations

Dans la méthode des déformations, on introduit comme inconnues deg grandeurs
déformations (déplacements, rotations), qui sont lides ayy efforts. ;

Dans le systéme (7.3), les inconnues Xj deviennent Jes déformations, 8; deviennent les efforts
(moments, efforts tranchants, efforts normaux) dus a deg déformations unigues et unitaires et
8ip deviennent Jeg efforts dus a I5° Précontrainte  extérieyre dans le systeme statique

Pour plus de détajls Sur cette méthode, voir cours Iésistahce des matériaux.

des déformations. ;
Aujourd’hu, pour les structures hyperstatiques de degré supérienr & 2 sont analysges avec des
pProgrammes de caley] par ordinateyr, -

7.7 Effet de Phyperstaticité sur Pefiort tranchant

Sachant Ia relation entre le moment de flexion et I'effort tranchant par:
d (75)

= e

dx

On peut déterminer les efforts tranchants secondaires par Jeg mémes méthodes que celles
utilisées pour Ig détermination des moments secondaires oy op Peut, simplement, Jeg déduire
des moments secondaires. D’op)

dM]  dm*
h
Vp"V;-I*V =—F , " "p (7.6)

7.8.1 Introduction

Pour les ouvrages en béton précontraint isostatiques, Ja Verification 3 g TUPTUre ne pose pas de
probléme particulier. Les moments secondaires étant nuls, jls n'interviennent pas dans [g
vérification a Ja Tupture par flexion, la sécurits est suffisante quand, dang chaque section
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ot Mg est le moment résistant, Mg et Mg sont respectivement le moment dii aux charges

permanentes et le moment dfi aux surcharges et vy, et y; sont les coefficients de sécurité
ifs. \

Des considérations théoriques et les résuliats de nombreux essais montrent que le moment de

flexion résistant ne dépend, en général, que trés peu du degré de: précontrainte. L’effet de

I'état d’auto-contrainte disparait presque totalement lorsque les aciers de précontrainte ont
dépassé la limite d’élasticité.

7.8.2 Sécurité & la rupture par flexion des systimes hyperstatiques précontraints

Si on dimensionne selon la résistance des sections, la formulation de la sécurité est la
suivante :

2 Mg 27, M, +7,M, +7;, M} (7.8)
Cette formulation s’est avérée fausse car on admet implicitement que la distribution des
moments calculés selon la théorie de I'élasticité reste toujours valable A 1’état ultime. En
réalité, en stade fissuré et lorsque des plastifications locales apparaissent, on ne peut plus
distinguer les moments secondaires des moments dus aux charges extérieures.
Pour un ouvrage hyperstatique précontraint, la séeurité a la rupture d’une section isolée n’a
pas grande signification. Seule la sécurité globale de 1’ouvrage donne une image juste de la
sécurite ; on en tient compte en dimensionnant selon la théorie de plasticité. La formulation de
la sécurité est donnée dans 1’équation (7.7).

7.9 Exemple de caleul des moments secondsaires

Calculer les moments secondaires aux nceuds du cadre hyperstatique dont la traverse est
précontrainte par un céble rectiligne excentré (utiliser la méthode des forces) Fig. 7. 3.

1 2

3

Fig. 7.3 Exemple d’un cadre & deux articulations avec un cible de précontrainte rectiligne
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8 EFFORTS LOCAUX DUS A LA
PRECONTRAINTE

8.1 Résistance des zones d’ancrage

8.1.1 Résistance des ancrages a5

Dans le cas de la précontrainte par post-tension, les forces d’ancrage sont’ 'lIEIlSI[IjSES au béton
par des dispositifs d’ancrage dont la résistance statique est au moins égale 4 celle des cébles.

La résistance 4 la- fatlgue est sensiblement inférieure & celle des cables. Par conséquent, il faut
Eviter de placef des ancrages ou des coupleurs dans les zones ou les moments de flexion

vanent furtcment sous [*action de surcharges d}rnnnnqu- -
8.1.2 Efforts et contraintes dans les zones d’ancrage

La force l:l’an{:rage s’applique sur le béton sous la forme dune forte pression (Eﬂ N!rnm )

répartie sur une petite surface. En s'élgi:gt_:gnt de I'ancrage, les pressions se répartissent sur
une surface de plus en plus grande (principe de St Venant) Fig, 8.1.

3
v

I

Fig. 8.1 Contraintes et trajectoires dans la zone d’ancrage

Pour tenir compte de cette distribution, on peut admettre que(} angle de dlf'ﬁlamn de la f‘nrce
d’ancrage est de 30° de part et d’autre de 1’axe du céble. La diffusion de I'effort a lieu dans
toutes les directions.

Lorsque la section n’est pas massive (poutre en T par exemple), les forces d’ancrages
appliquées a certains éléments de la section sont transmises en partie aux autres éléments, ce
qui donne naissance & des efforts rasants dans les jonctions longitudinales entre éléments (Fig.

8.2).
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-

o

o

. Fig. 8.2 Transmission de la précontrainte dans une sectionen I

11 est fréquent que les forces de précontrainte soient introduites an voisinage d’un appui. Les
contraintes introduites correspondent & la combinaisons des deux pressions {ancrage et appui)
Fig.8.3.
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Fig. 8.3 Transﬁﬁssinﬂ de la précontrainte dans une sectionen T

oty ]

8.1.3 Dimensionnement de 'armature

Toutes les tractions introduites au voisinage de ['ancrage doivent étre reprises par des
armatures adéquates. La détermination des sollicitations dans cette zone est un probléme de
contraintes & trois dimensions qui a fait 'objet de plusieurs études théoriques et
expérimentales.

Dans la pratique, on peut se contenter d'une solution approximative car la quantité d'armature
concemnée est faible. L’une des méthodes simples, permettant d’obtenir facilement I’intensité
et la position des efforts de traction transversaux, consiste & remplacer le systéme continu,
repré:cnté par les tmjecmms des contraintes principales, par un systéme de bielles (analogie
du treillis) Fig. 8.4.

Q

"
T

Fig. 8.4 Schéma des forces dans le cas d’un ancrage centré
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S

En exprimant I'équilibre des bielles, on trouve la valeur de la force de traction transversale :

@®.1)

8.2 Forces de dévh!i_nn

Les cébles de précontrainte sont rarement rectilignes, et la courbure de leur trajectoire donne
naissance & des forces radiales, dites forces de déviation. Ces forces ne posent pas de
probléme particulier tant que les cébles se trouvent suffisamment & intérieure du béton,
celui-ci étant capable de supporter les tragtions.

En revanche, lorsqu'un céble avoisine la surface du béton et présente une concavité vers
I’extérieur, les forces de déviation doivent étre Teprises par une armature supplémentaire, pour
prévenir un arrachement du béton. L’armature doit reprende la force fotale (Fig. 8.4):

a_;_fu ==_P.o_a (8.2)

- 3

. U est la force de déviation, P la tension dans le céble et o I’angle de déviation en radians.

On répartit I’armature, constituée d’étriers convenablement ancrés, le long de la partie courbe
du céble. ’

Y

Fig. 8.4 Armature résistant aux forces de déviation d’un céble de précontrainte



