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Un cylindre plein de masse M = 3m et de rayon a roule sans ______________0,__9\/1__?_3_7?_’?_)_ )
glisser, uniquement sous |'effet de son poids, a l'intérieur d’'une s

cavité cylindrique de rayon R = 4a (figure ci-contre). Lﬁ/\

Nous fixons sur I'axe du cylindre un pendule simple constitué I

d’une tige rigide de longueur [ = 3a et de masse négligeable a R = 4ai

son extrémité se trouve une masse ponctuelle m.
La tige n’est pas solidaire au cylindre (elle ne tourne pas avec le
méme angle) et les frottements avec I’air sont négligeable.

RiE
<

1. Ecrire la condition de roulement sans glissement. Quel est le nombre de degrés de liberté ?

Condition de roulement sany glissement . RO =agp . =
Nombre de degreés de liberté : d=2
Coordonnées généralisées : 6, )

2. Ecrire la vitesse 1, de la masse m et son module v, dans le référentiel fixe (Oxy).
Positions de la masse ponctuelle:

{xm = (R —a).cosB + l.cos ¢ = 3a.(cos b + cos @)
Ym = (R —a).sinf + L.sin ¢ = 3a.(sin 8 + sin @)

Vitesse de lov masse ponctuelle

{x,‘n = —3a.(6°.sin O + ¢°.sin )
Ym = 3a.(6°.cos @ + ¢°.cos @)

Tt le cowrre duw module de lav vitesse

vZ = x0.% + v % = 9a? (6'2 + % +20°¢*(cos 0 cos ¢ + sin  sin go))

v2 = xp +yn’ =9a%(0°% + ¢ +20°¢° cos(6 — @)
waawvapprmobmatwvv cos(0 —¢p) =~ 1
Donc

Vi~ 9a2(9'2 + %+ 29'<p') =9a?(0° + ¢*)?

|vm =3a.|0° + ¢°|

Cas des petites oscillations autour de I’équilibre : On prendra cos(@ — @) =~ 1 dans I'expression de v,,,.
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3. Ecrire le Lagrangien £ du systéme.

tnergie cinetique
T—1M1/2+112+1 2
~2 2 @ g mm
Avec
V=RO"=4a6", w=¢"=40", M=3m, I= %Ma2 = %B.ma2 et  v: =9a%0" + ¢°)?
D’ow

1 1 1 1 1
T = E48.ma29‘2 + 524.ma29'2 + §9ma2(9‘ +¢°)?% = E72.ma29'2 + §9ma2(9‘ + )2

Energie potentielle
U=Mg.H+mg.h,, = —mga.(12.cos 6 + 3.cos ¢)
Avec  H=—(R—-—a)cosf =—-3a.cosd, M=3m et  h, =-x, =—3a(cos + cosqp)

tt le Lagrangien

1 1
L=T-U-= E72.ma29'2 + E9ma2(9' + ¢°)? + mga. (12.cos 6 + 3.cos @)

4. Ecrire les équations de Lagrange du systeme et en déduire les équations du mouvement (petits angles).

Les equations de Lagrange
dct\og*) a6 g \/4ma ma @ mga.sin @) =
d 0Ly oL d
I —_——_—= I 2 . . s . _
dt (a(p') do dt (9ma 0" +¢ )) (—=3mga.sing) =0

Powr les petites oscillations . sinf = 6 et sing ~ @

D’ow le systeme d équations différentielles

27.0" + 3.0 +4w%.0 =0
3.6 + 3.9 + w3.9p =0

Avec wi=g/a
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5.

En posant les solutions particulieres de ces équations (dans le cas des petites oscillations) sous la forme :

q1(t) = Aj.sin(w.t + ¢;) et q,(t) = A,.sin(w. t + ¢;)
Trouver les pulsations propres du systeme et les nommer.

Solutions particulieres
0(t) = Ap.sin(w.t +¢;) ; @) = A,.sin(w.t + ¢;)
Enw remplacant dang les équations difféerentielles précédentes

—27w?% A;.sin(w. t + ¢;) — 3w?. Ay.sin(w. t + ¢;) + 4wi. A;.sin(w.t + ¢;) =0
—3w?. Ay.sin(w. t + ¢;) — 3w?. A,.sin(w. t + ¢;) + wi. Ay.sin(w.t + ¢;) =0

D'ow le systeme d’ équations linéaires sany second membre

(4wd — 27w?).A; —3w?. A, =0
—3w?. A; + (w3 —3w?).A, =0

Ce systeme wadmet de solutions nonw nmulles que dons le cos
ow le déterminant est égal ov zéro-

4wi — 27w? —3w?

—3w

5 ,| = (4wf — 27w*)(w§ — 3w?) —9w* =0

w3 — 3w

Ce quis donne Uéquation dw deuwrieme ovdre en w?

72w* = 39w§. w? + 4wi =0

Le discriminant est égal cv

A= /1521w} — 1152w} = /369. w} = 3V41w?

£t les solutions
, (13@/@) ,
wy = 4—8 [Oh
D’ow law pulsation fondamentole
wy = ,%wo = 0,37\[2
tt Uhawrmonique

13 +41 g
wp = Ta)o = 0,635 E
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